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摘 要 :， 本 文 研究 了 包含 经 典 的 Euler 函数 与 Smarandache 函数 的 方程 . 利用 初等 数论 以 及 分 
析 的 方法 , 给 出 了 此 类 方程 解 的 一 般 形 式 , 获得 了 几 个 有 趣 的 结果 , 推广 和 改进 了 此 类 方程 的 已 有 结果 . 
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1 引言 及 结论 


对 于 任意 正 整数 mw 著名 的 Smarandache 函 数 5(m) 定义 见 文献 四 , 存在 最 小 正 整数 mm 
使 得 2| 7 即 就 是 有 


93 (np) =minfm :7 E Nm 


它 的 各 种 性 质 是 数论 及 其 应 用 领域 中 一 个 十 分 引 人 关 注 的 研究 课题 -20. 而 对 于 正 整数 mw， 
设 %(m) 是 于 的 Euler 函数 , 这 里 败 (mn) 表示 不 大 于 且 与 风 互 素 的 正 整 数 的 个 数 回 . 关于 这 
个 经 典 的 函数 , 很 多 学 者 都 对 其 进行 了 研究 , 得 到 了 一 些 较 好 的 结果 B-9. 关于 Smarandache 
函数 9 (np) 与 Euler 函数 的 方程 ; 


SU ) = g() ( 


有 一 些 学 者 对 这 个 函数 方程 进行 了 一 些 研究 , 具体 的 讲 就 是 给 出 了 大 (上 < 15) 为 较 小 的 
体 正 整数 时 , 方程 (1) 的 正 整数 解 . 例如 文献 [10] 证 明了 : 当天 = 工时 ,方程 (1) 仅 有 解 ， 
文献 [1H] 对 天 = 2,3,4 时 的 解 进 行 了 讨论 , 得 出 : 当天 = 2 时 方程 (1) 解 为 m= 1,24,50 及 当 
太 = 3 时 方程 (1) 解 为 见 = 1,48,98, 而 当天 一 4 时 ,方程 (1) 有 解 m = 1. 本 文 主要 寻求 这 类 
方程 在 指数 为 偶数 时 , 即 : 


5(0”) = WO (2) 


的 它们 解 的 一 般 形 式 , 在 这 个 发 现 的 过 程 中 , 得 到 了 其 满足 特定 条 件 下 的 大 的 一 些 解 的 一 般 

形式 , 即 得 到 了 以 下 定理 . 

定理 1 设 大 为 任意 的 正 整 数 , 若 4 十 1 为 素数 , 则 mm = (4 十 1) ”和 7 =2(45 十 1)2 都 

是 方程 5(x3) = bp) 的 解 . 
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定理 2 设 p=47m 十 1 为 素数 ,meNr+,Dp>5. 若 D 十 2 也 是 素数 , 则 郊 =22(p 十 2) 和 
一 2p2(p 十 2) 都 是 方程 S(o2) = gm) 的 解 , 而 交 =pD 十 2)2 和 郊 =2p(p 十 2)2 都 不 是 方 
程 S(z2) = gp) 的 解 , 其 中 大 = iD 一 1 十 2). 
定理 3 设 2 为 任意 素数 ,p > 5. 若 p 二 2 也 是 素数 , 则 郊 = p(p 十 2) 2 和 郊 =2p(D 十 2)2 及 
2p2(p 十 2) 和 交 = 2p2(p 十 2) 都 不 是 方程 5(n 私 ) = gp) 的 解 , 其 中 上 = iD 一 1)(p 十 了 
人 4 设 上 为 任意 的 正 整数 , 当 大 = 1 时 ,= 28+2 x3 是 方程 S(n22) = gm) 的 解 ; 
而 当 开 >2 时 , 见 = 28+2 x 3 不 是 方程 9(022) = gp) 的 解 . 
注 由 定理 1 知 ,?= 25,50 都 是 S(22) = %(m) 的 解 . 2 = 289,578 都 是 S(p9) = 0(m) 
的 解 . 这 些 结果 对 文献 10] 和 [11] 进行 了 补充 和 改进 . 


2 几 个 引 理 及 证 明 
为 了 完成 定理 的 证 明 , 需 引入 以 下 引 理 . 
引 理 1D 如 果 冯 = 222D32 .pcs 是 正 整数 m 的 标准 分 解 式 , 则 有 %(m = 了 De (Pi 一 了 
引 理 2 0 若 正 整数 冯 的 标准 分 解 式 为 见 = DY27p22 .pc ， 则 


S(n) 过 max{S(DT) ,95(D22)， ) S(D3)} 


引 理 3 80 对 于 素数 p 和 正 整数 局 有 5(p>) 入 Xp. 特别 地 , 当 入 < 了 2 时, 有 5(D>) = XD. 
引 理 42 设 p 为 素数 , 和 为 任意 正 整数 , 那么 有 


2AD 一 1) +1< 和 52 ) 入 (2 十 1 十 log,2A)( 一 1) 十 1 


引 理 5 tl 若 p 十 d 为 素数 , 则 当 1 科 和 入 (+dp+9+1l) 时 ， 


s(@+ 的 -OA-[2iD)+g 


取 整 . 


其 中 [AT] 表示 对 实数 


3 定理 的 证 明 
定理 工 的 证 明 对 任意 的 正 整数 及 若 忧 十 1 为 素数 , 当 郊 = (4 十 1 时 , 则 


S(n25) 一 5S(4E 十 J)2)22) 一 S(45 十 1 全 )， 


由 引 理 3 知 


Sn2) = 5S(( 人 十 了 全) 一 45(4 十 了 


而 由 引 理 1 知 


dp) 一 g 罗 (4 二 1) 一 (全 十 1(4E 十 1 一 1 一 45(45 十 1)， 


因此 4 十 1 为 素数 时 , 见 = (4 十 1)2 是 方程 S(022) = gm) 的 解 . 
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当即 = 2(4 估 十 1)” 时, 由 引 理 2 知 


Sn02) = S((2(45 十 1 人 2 关 ) = max{fS(22 人 3S(45 十 T) 名 = S(4 十 1 各 ) 一 45(4 十 1)， 
np) 一 b2(45 十 1) 一 0%2)0((45 二 1 人 =(2 一 1 二 IT 二 TI1 一 1T) 一 45(45 十 1)， 


所 以 4 忽 十 1 为 素数 时 , 郊 = 2(45 十 1)2 也 是 方程 S(02) = gp) 的 解 . 
定理 2 的 证 明 当 交 =22(p 十 2) 时 ， 


3 )=5( +2)) 一 max{3SC ) ,5(P 十 2 )}， 


485=(D 一 1D+2)<p2D+1l), 根据 引 理 5, 可 知 


5 -你 -ip 人- Det- 攻 二 全 


= [=-DO+2 一 一 Jp=(D 一 JPD 二 1 


于 2K=3D-1O+2<(+2)p+3), 由 引 理 5 可 知 


]}P 


5(p+2 和 一 人 一 [用 }p+ 人 = 全 -DG+ 罗 一 [四 让 本 全] 人 二 
1 -IlO+3) 一 一 DJ 
= {7 一 JD+2) 一 | 2 十 相 ]}p 十 纪 
工 


= 1 人 IJ)(D 十 2) 7 人 (2 JJ 十 Jp 虽 全 | 导 邮 1)D 十 1 十 了 十 2)， 


作 函 数 flz) =(z 一 Dzz+J) 一 [zz 一 1 十 Hz 十 2) 则 


当 z>5 时 , 户 (z) > 态 (5) = 26 > 0, 因此 /(z) 在 56,+col 上 严格 单调 递增 , 由 三 (5) = 
29 > 0, 则 jz) > 0 在 人 5, 上 +col 上 恒 成 立 , 故此 时 (z 一 DJD)z(tz+I) > [(z2 一 蕊 二 I (zz 十 2). 
所 以 当 P> 5 时 , S (pt > 8 (@+2))， 即 有 


SN)=3()=(-DDpD+D， 


当 允 三 太 (D+2) 时 ,g= 罗 22D+2)=( 人 CD 一 Jp 二 IJ 故 可 知 到 三 玉 ( 人 2 十 2) 是 方程 
S (np2) = 长 (2) 的 解 . 
当 兄 = 222 (p 十 2) 时 ， 


Sn ) = 35(2p(p+2) 关 ) =max{S(22) 5 5(D 十 2)5)} 
= 3 ) = 一 1p+DT)， 
gm) = %2p(p+2)=(2-1pD=-DD+H=(D 一 Jp 二 IT) 


所 以 = 2p2(p 十 2) 也 是 方程 S (n28) = (2) 的 解 . 
同 理 可 证 郊 =p(p 十 2)” 和 郊 = 2p(p 十 2)” 都 不 是 方程 S (pn26 = g(P) 的 解 . 
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定理 3 的 证 明 当 呈 = p(p 十 2)” 时 ， 
5 =S(pD+2)) = max{fS() ,5(D 十 2 和) 
由 于 25 = 一 TO+1l<p+Il, 根据 引 理 5, 可 知 


呈 ef-[L 中 Jp-=t3@ 1)(p 十 了 [jp 


一 BO 1)(p 十 DJT) 5 1)]z = 5 一 1) 王 = (2 一 区 ) 


由 于 48 =(p-J)D+HD<D+2)(D+3), 根据 引 理 5, 可 知 
s(p+3) = 人 | 9) 
=- 1e-De+D-| 呈 全 | 
1o 二 全 下 才 攻 1) (P 中 3) | } 2) 
-DC+H 一 一 2 四 十 四, 二 5 
[Lp=-DO+DHD 一 -3) +2) 5 
人 -pHDOT2D 一 5 
( 一 D 二 2)(D 十 2),D>5. 
当 刀 = 5 时 , 计算 可 得 S ((p 二 2) -S(p >0 
下 面 证 明 当 p > 5 时 , (22 一 p 十 2) (2+2) 和 22) > 0. 作 函 数 


则 


户 (Z)=3z2 十 27 
当 z>5 时 , 户 (z) > 访 (5) > 0, 因此 jz) 在 上 严格 单调 递增 , 由 J5) = 104 > 0， 
则 jz) > 0 恒 成 立 , 故 可 以 知道 p > 5 时, (22 -p+2)(D+2) 一 :2(23 一 D2) > 0. 因而 有 
S(DT2) 生 ) 一 3082) >0 即 5 二 2 生 ) > 5(022), 所 以 
5(n) = maxfS(p 5( 十 2) 生 )} = ev = [2-1p+HOD 二 2)， 
当即 =p(p 十 2)7 时, g(n =4(p (p 十 2) 中 = 人 1). 
此 时 3S (np2x) 天 几 (m)， 5 贱 一 DOD 二 2 人 ) 的 解 ， 当 = 
2p(p 十 2)” 时 ， 
Sn ) = 5S(2p(p 十 2)2)22) 
= maxf5(2) 和 ,3502 )5(D 十 2) 生 )} 
= 5(+2))=[--Dp+lHD+2)， 
bg) = 9%2pp+2=(2-HDD-DD+2pD+2-1)= 一 ID+2)p+DIT) 
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此 时 5 (mn 和) 和 关 gm 即 于 =2p(p 十 2)” 也 不 是 方程 5 (rn2) =%(n) 的 解 . 
同 理 可 证 交 =2( 人 2 十 2) 和 郊 = 2p2(2 十 2) 都 不 是 方程 S (n 藉 ) = 罗 (m) 的 解 . 
定理 4 的 证 明 若 8 为 任意 的 正 整 数 , 当 大 = 了 风 一 2542 x3 由 
电 全 二 站 (的 光 本 全 鸭 的 二 Cj8( 的 二 记 
bg)=%(23x3)=22(2 一 1)(3 一 1 =83， 
所 以 当 大 = 1 时 , m = 2k+2 x 3 是 方程 S (nzb) = g(n) 的 解 . 
同 理 可 知 天 = 2,3 时 , 风 = 2532 x 3 却 不 是 方程 9 (np 区 ) = 罗 (P) 的 解 . 而 当天 > 宇 4 时 ， 


九 一 25+2 x 3， 


人 


由 引 理 4 知 


(2 一 JJ)25(E 十 2) 十 1 和 甩 S(22013 入 (2 一 ][28(E 十 2) 十 1 十 logo2K( 天 十 2)] 十 1 


可 得 

S (2280r2) 和 2 (十 2) 十 logy25(E 十 2) 十 2， 

甸 (m) 一 人 (2 x3) 一 2212， 
所 以 

败 (m) 一 8 (228442) 2512 一 (25(E 十 2) 十 logy2( 大 十 2) 十 2). 
作 函 数 
(和 一 22412 一 (25(E 十 2) 十 logs285(E 十 2) 十 2)， 

则 


SR 2 二 2 
户 ( 丰 一 22121n2 (4 F 4 5 
当 开 > 和 4 时 ,0 < RE < 1 所 以 及 (= 2521n2 一 全 一 4 > 0 8(P 为 单 
递增 函数 , 又 jg) = 14 -4logs3 > 0, 所 以 当天 > 4 时, 恒 有 上 沁 ( 人 ) > 0， 故此 时 有 
bm) 一 S(n2r) > 0 
综合 以 上 可 得 , 当 太 >2 时 , 灵 =28+2 x 3 不 是 方程 S (zx) = 力 (m) 的 解 . 


< 一 
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A SOLVABILITY PROBLEM OF IHE EQUATION INVOLVING 


SMARANDACHE FUNCTION 


CHEN Bin 
(71.Departrment of Mathematcs，Iezmam Normzal LTPiIUerszty， 作 einam 714000， China) 


Abstract: Ihe paper studies the function equation involving the Euler and Smarandache 


function， By using the elementary number theory methods and the analysis methods，we obtain 


the general forms of solutions about the equation and some interesting theories，T 工 herefore，the 


existence results about the equation could be improved and applied to a wider scope. 
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